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Vorwort. 



Vorliegendes Werkchen über Analytische Geo- 
metrie soll wegen seiner leichten, kurzen und, wie 
ich hoffe, fibersichtlichen Form ein willkommenes 
Lehrbuch sein für solche jungen Leute, welche die 
höhere Schule vor Erlangung- des Reifezeugnisses 
verlassen und sich einem praktischen Studium, wie 
z. B. dem Baufach, dem Ingenieurfach usw., zuwenden 
oder auch Offizier werden wollen und sich zu diesem 
Zwecke in der Mathematik durch Selbststudien fort- 
bilden müssen. 

Andrerseits wird es den Gymnasialabiturienten» 
welchen diese Kenntnisse fehlen und die deshalb 
beim Übergang vom Schul- zum Universitätsstudium 
der Mathematik vielfach mit nicht unbedeutenden 
Schwierigkeiten zu kämpfen haben, eine erwünschte 
Brücke bilden. 

Berlin, Mai 1907. 

Georg Loewenberg. 
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Analytische Geometrie. 

§ i. Die analytische Geometrie beschäftigt sich 
damit, die Gestalt von Figuren durch einen Zahlen- 
wert auszudrücken. 

§ 2. Man benutzt dazu ein System zweier sich 
kreuzender Linien, X X und J J, und nennt X X die 
AbscissenachseundJJdieOrdinatenachse, den 
Schnittpunkt O 
(origo) den Ur- 
sprung oder An- 
fangspunkt der 
Koordinaten. 

§ 3. Will man x 
nun einen Punkt, 
z JB.M bestimmen, 
so zieht man 
durch diesen 
eine Parallele 
zur Ordinaten- 

achse, welche die Abscissenachse in P schneidet. 
Der Punkt M ist sodann durch die Ordinate MP 
und die Abscisse O P bestimmt. Abscisse und 
Ordinate nennt man zusammen Koordinaten. 

§ 4. Der von O aus nach rechts gelegene Teil 
der Abscissenachse, sowie der von O aus nach oben 
gelegene Teil der Ordinatenachse wird positiv an- 
genommen, die entgegengesetzten Richtungen 
werden als negativ bezeichnet. 




Digitized by 



Google 



— 8 — 



Die Ebene wird durch die beiden Achsen in 
vier Quadranten geteilt, die von oben rechts an- 
fangend in dem Uhrzeiger entgegengesetzter Rich- 
tung gezählt werden. 

§ 5. Den Winkel, den die Koordinatenachsen 
im ersten Quadranten bilden, nennt man Koordinaten- 
winkel. Vorzugsweise beziehen wir uns nun auf 
rechtwinkelige oder cartesische Koordinaten (von 
Cartesius). 

§ 6. Gleichung der geraden Linien: 

Da eine gerade Linie durch zwei Punkte bestimmt 
ist, so ist also ihre Lage durch die Koordinaten 
zweier gegebener Punkte bestimmt. Die Linie sei 
F G, die beiden gegebenen Punkte A und B die 
Koordinaten er, ß und a lf /fr. Fällen wir nun von 
A und B Lote auf die Abscissenachse, A C und 
BD, so ist also OC = a, OD — a lf AC = ft BD 
= /fr. Ein dritter Punkt sei H und seine Abscisse 
O J, seine Ordinate H J, O J = x, H J = y, iso sei von 
A aus auf HJ ein Lot gefallt AK, schneide BD 
in L, so : 

,6 




HK:BL = AK:AL 
y — /» : /fr — /» = x — «:«! — a 

ttx — et 
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Gleichung für die Linie, oder y = (x — a) -f- ß. 

Durch x ist also y bestimmt, d. h. wenn eins gegeben, 
das andre berechenbar. Durchläuft also x alle Werte 
von — oo bis + oo, so erhält man alle Punkte der 
Linie F G. Diese Gleichung ist also die der Linie. 

7-^i<*-«>+> 



ßi — /» «Ä-«C 



■ß 



cci — a «i — a 

ß 1 —ß^_aß 1 —aß A a l ß—aß 



a t — a a-i — a a x — a 

ßi—ß „ , ccß — aß 1 , a x ß — a ß 
<x x — a a x — a a x — a 

ßi — ß _ | « i ß — « ft. 



Hierin ist — gleich einem konstanten Werte 

«i — a 

a und -^- — ebenfalls gleich einem solchen, b, 

«! — a 

so dass die Gleichung übergeht in y = a x -|- b, worin 

xundy variable, aundb konstante Grössen heissen. 

§ .7. In dieser Gleichung hängt der Wert von 

y von dem von x ab. Bei jeder andern geraden Linie 

sind a und b grösser oder kleiner, so dass für diese 

dann eine andre Formel, z. B. y = ai x -f- bi, gilt. 

§ 8. In der Gleichung y = ax-|-bista = — -. 

Untersuchen wir nun, was dies bedeutet, und ver- 
längern dazu F G über F hinaus, bis es die Ab- 
scissenachse schneidet, so ist, da BL = ft — ß und 

B L B L 
AL = of 1 — a, also x"Y" « a, ^y = tgB ALj^BAL 
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= ^BSD, der y heisse, also a = tg</>, d.h. a ist 
gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels, 
welchen die Linie mit der Abscissenachse ober- 
halb nach deren positiver Seite bildet, b ist gleich 

— -. Sei nun einmal die Abscisse bleich o, 

«i — a oi 

so ist y = b, ist der Durchschnittspunkt der Linie 
mit der Ordinatenachse G, so ist also y = OG oder 
b = O G, d. h. b ist gleich der Entfernung des Durch- 
schnittspunktes der Linie mit der Ordinatenachse 
vom Ursprung. 

Ist also einmal b = o, so y = a x, und die Linie 
geht durch den Ursprung, ist y = b, so ist a = o, 
d. h. tg (f = o, d. h. 2}. <p = o, also läuft die Linie mit 
der Abscissenachse parallel. 

§ 9. Aus der Gleichung y = ax + b ergibt sich: 

— ist ein konstanter Wert, sei 
a 

gleich p, — - — q, so x = p y -f q, p = -, a = tg y, 
a a 

also p = ctg </), d. h. p ist die Kotangente des Winkels, 

welchen die Linie mit der Abscissenachse bildet 

Nunistaber-4MEF = OES = 90° — cp. ^MEF 

heisse <p l9 also ist ctg cp = tg <jpi, mithin p = tg</)!, 

d. h. p ist die trigonometrische Tangente des Winkels, 

welchen die Linie mit der Ordinatenachse bildet 

Sei nun einmal y = o, so x = q, x = OF, es ist 

also q die Entfernung des Durchschnittspunktes der 

Linie mit der Abscissenachse vom Anfangspunkt 

der Koordinaten. — Ist p = o, so x = q, d. h. da 

tg (fi (p) = o, also c/i = o ist, so ist die Linie der 

Ordinatenachse parallel. x = o ist die Gleichung 

der Ordinatenachse. 
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§ io. Aufgabe i. Die Lage einer Linie zu be- 
stimmen, die auf einer gegebenen senkrecht steht 

Die gegebene Linie AB sei y = a x -{- b, die zu 
findende, D E, y = ai x + bi, schneide die erste in F, 
die Abscissenachse in G und A B diese in C, so 
ist a x = tg F G x = 

— tgFGO ctg 

FCG,tgFCG = a, 



ctg F C G = 


i 
a 


und 


— ctgFCG 


= - 


i 
"a' 


also a 1 = — 


i 
a" 






Die Gleichung lautet also y = x -J- bi, d. h. 

a 

zwei Linien stehen aufeinander senkrecht, wenn 
ihre Richtungskonstanten entgegengesetzte, reci- 
proke Werte sind. 

§ ii. Aufgabe 2. Durch einen Punkt eine 
Parallele zu einer Linie zu ziehen. 

Gegeben: Linie y = a x -|- b und Punkt a ß. Sei 
die gesuchte Linie y = a x x -|- b x , so müssen bei 
beiden, da sie parallel sein sollen, die Richtungs- 
konstante gleich sein, also a x = a, also y = ax-f W. 
Die Linie soll durch den Punkt a ß gehen, dieser 
Punkt muss sich also dem Gesetze obiger Gleichung 
unterordnen, also ß = a a -j- bi oder bi = ß — a or, 
also y = ax + /J — aa oder y == a (x — a) -f- ß. 

Aufgabe 3. Eine Linie zu finden, die auf einer 
gegebenen y = a x -|- b senkrecht steht und durch 
einen bestimmten Punkt a x ß geht. 

Gegeben: y = ax + b und Punkt aß. Sei die 
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gesuchte Linie y — ai x + bi, so ist nach 
vorigem Resultat, da beide Linien aufeinander senk- 



recht stehen sollen, a 3 — , also y : 

a 



1*+^ 



Nun soll diese Linie durch den Punkt aß gehen, 
also muss er sich dem Gesetze derselben fügen, 

also ß — a -f b, daher bi = -] — a, y=» x 

a a a 

+ ß + ±a I(x-«) + /J. 

Aufgabe. Aus den Gleichungen zweier gerader 
Linien die Lage des Durchschnittspunktes und den 
Winkel, den sie einschliessen, zu bestimmen. 

Gegeben seien die Linien y-ax-fb und y 

— BiX + bi. 




Der Durchschnittspunkt habe die Koordinate 
aß, dann muss also sein 
= a a-fb 
, — aia + bi 

Und »« + b— ,« + * ° der ° (a ~ ai) - bl ~ b ' 

a~±=±ß-Jl=± + h- 
a — ai a — ai 

abi — abj-f-ab — aib __ a b x — ai b 

a — ai a — a x 

Für a — a a ist a und /* « oo, d. h. der Punkt liegt 

im Unendlichen. 
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Sei der Winkel, den die beiden Linien bilden, 
tp, diejenigen, welche sie mit der Abscissenachse 
einschliessen, <p und yi, so ist iff^g> — (fn also 
tgip-tg{9 — <pi) 



tgyt 
tgy,-. 



a — ai 



i -f- a.ai 
Ist a»=ai, so sind die Linien parallel, es wird 

T 

tg V ■" °» * st i + a a x — = o, so ist a — . Die 

Linien stehen also senkrecht und daher tg tp — oo, 
xp = 90°. 

§ 12. Ein Kreis wird bestimmt durch den 
Mittelpunkt und Radius. Zum Ausdruck desselben 
müssen also die Koordinaten des Mittelpunktes und 
die Grösse des 
Radius gegeben 
sein, diese seien 
a ß und r. Sei 
nun M ein be- 
liebiger Punkt m 
der Peripherie 
mit den Koordi- 
naten x y oder 
O P und M P, 
ziehen wir die 
Verbindungslinie des Kreismittelpunktes Cj[mit M 
und fällen von C auf MP ein Lot, CD, so ist CD* 
+ DM* = CM* oder (x_ a )*-f(y — fl* ~rt 

§13. Folgerungen. Aus der vorigen Gleichung 
ergibt sich (y — $* — r* — (x — a)*, y — ß — ± 
)/r* — (x — a)*undy = /S±l/r* — (x — «)*, d. h.es 
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ergeben sich zwei Werte für y, was aber auch aus 
der Figur folgt. Bezeichnen wir nämlich den ersten 
Schnittpunkt der Ordinate und des Kreises mit Mi, 
so ergibt sich i. y = PM = PD + DM = /J + 
]/7 2 —J£^~äy und y — P M x — P D — D Mi = ß — 
\^r* — (x — «) 2 . Die Grösse unter dem Wurzel- 
zeichen muss übrigens positiv sein, da sonst y imaginär 
wird, und das ist sie auch, wie wir später sehen 
werden Ist nun die Wurzelgrösse gleich o oder 
i. (x — «) 2 = r 2 oder x — a = ± r, also x = a ± r, 
so ist y = ß. Dasselbe ergibt sich aus der Figur, 
ist x = O F (a — r) oder x = E G (a -\- r), so y = ß. 

2. Ist (x — a) 2 > r«, 
d. h. r < ± Kx— a\ 
r < x — a oder r < a 
— x, so ist x > r + a 
oder x > a — r. 

3. Ist r 2 < (x — «) 2 , 
sor<x — a oder r<« — x, d. h. x>a-|-r oder 
x > a — r, dann gibt es auch nach der Figur keine 
Ordinate. 

§ 14. Spezielle Fälle. Wird = o, so liegt 
C auf der Abscissenachse und die Gleichung r 2 = 





(x — a) 2 + (y — ß) % geht über in die r 2 = (x — a) 2 -|- y 2 
oder y 2 = r 2 — (x — a) 2 . 

Wird ß = o und a = r, so liegt O auf der Peripherie 
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und sodann y 2 =» r a — x 2 -f- 2 r x — r 2 oder y 2 = 2 r x 
— x«. 

. Man nennt den Durchschnittspunkt des Kreises 
mit dem Durchmesser Scheitel, und daher diese die 
Scheitelgleichung. 

Wenn a und ß — o, so ist O der Mittelpunkt und 
die Mittelpunktsgleichung y 2 = r 2 — x 2 . 

§ 15. Eine Kurve, deren Gleichung y 2 = 2 p x 
ist, nennen wir eine Parabel. 

Lassen wir x von — oo an wachsen, so ist, da 
y — : ± ]/*2 px ist, y so lange imaginär, bis x = o 
geworden ist, dann ist es 
reell und nimmt nun positiv 
und negativ zu, und zwar 
gehören zu jedem x zwei 
gleiche, entgegengesetzte 
Ordinaten, wir erhalten also 
eine Kurve, die nach beiden Seiten der Abscissen- 
achse symmetrische Formen hat, die man Zweige 
nennt, deren Anfang im Ursprung liegt und die 
die Abscissenachse nicht mehr erreichen. 

Die konstante Grösse 2 p nennen wir den Para- 
meter, den Punkt, welcher die Parabel in zwei 
kongruente Teile teilt, den Scheitel der Parabel 
(O) und die Linie, welche den Flächenraum der 
Parabel in zwei gleiche Teile teilt, die Achse der 
Parabel, und so nennt man die Gleichung y 2 = 2 p x 
die Scheitelgleichung der Parabel. 

§ 16. Aus der Gleichung y 2 = 2 p x ergibt sich, 
dass y die mittlere Proportionale zwischen 2 p und 
x ist, darauf gründet sich nun die Konstruktion der 
Parabel. 

Man trage auf der Abscissenachse von O aus 
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nach deren negativer Seite den Parameter ab, reiche 
bis D ol dann nehme man von O aus auf der Ab- 
scissenachse mehrere Punkte möglichst nahe an- 
einander an, Ci Ca Ca usw., und schlage über D Ci, 
D Q, D C, usw. Halbkreise, errichte iüQQQ usw. 
auf der Abscissenachse Lote und verlängere sie, bis 

sie die im Schnitt- 
punkte jedes Halb- 
kreises mit der 
Ordinatenachse auf 
derselben errich- 
teten Lote treffen. 
So sind diese 
Schnittpunkte der Lote Punkte der Parabel, die 
man erhält, indem man sie miteinander verbindet 

§ 1 7. Den Punkt der Achse, der vom Ursprung 

um — (d. h. ein Viertel des Parameters) entfernt ist, 

nennt man Brennpunkt. Jede Linie, die wir von 
einem Punkte der Achse nach der Parabel ziehen, 
heisst Strahl, die vom 
BrennpunktBrennstrahl 
oder Radius vector. 
Wir wollen diesen 
nun berechnen, es sei M 
ein Punkt der Parabel, 
M F ein Brennstrahl und die Abscisse des Punktes 
M sei AP, gleich x gegeben, so ist: 
MF*«MP a + PF* 




-y+M)' 

y* = 2 p x 
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MFa = 2px + x» — xp + 2! 

4 

= x» + px+^ 

2 

§ 18. Danach ergibt sich eine neue Konstruk- 
tion der Parabel. Ist A der Scheitel der Parabel, 
so trage man auf der Abscissenachse nach links 

und rechts - bis B und F ab, nehme darauf be- 
liebig- viele Punkte a if a*, a 8 usw. an, errichte in 
ihnen Lote zur Abscissenachse, schlage um F mit 




a x B, aa B usw. Kreise und lege durch die Schnitt- 
punkte mit entsprechendem Lote einen Kurvenzug. 
Errichten wir nun in F ein Lot auf A F, das die 
Parabelzweige in B und C schneide, so ist FB 

= x + — = - + - = pundBC = 2p, d. h. derPara- 

2 2 2 

meter ist die Sehne der Parabel, die im Brenn- 
punkte auf der Achse senkrecht ist. Ziehen wir nun 
durch B eine Parallele zu P M und durch M eine zu B P, 
schneide die erste in D, so ist M D = B P = M F, d. h.: 

D 

M - 





Loewenberg, Analytische Geometrie. 
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Erklärung. Die Parabel ist der geometrische 
Ort aller Punkte, die von einer geraden Linie 
(directrix) und einem Punkte (F) gleiche Entfernung 
haben. D H heisst die (linea) directrix. 

§ 19. Aufgabe. An einen Punkt einer Parabel 
eine Tangente zu legen. 

Die Parabel habe den Scheitel A und es soll 
an den Punkt M derselben eine Tangente gelegt 
werden. Dazu fallen wir von M ein Lot auf die 
Abscissenachse MP, tragen AP von A aus nach 
links ab bis B und ziehen B M, so ist dies die ver- 
ein langte Tangente. 

Beweis. Zum Be- 
weise nehmen wir einen 
Punkt der Linie B M an, 
C, und fällen von ihm 
ein Lot auf AP, CD, 
so verhält sich, wenn wir P A mit x, M P mit y 
und P D mit a bezeichnen, da B P = 2 x, 

2 x 




2x:2x + a = y-CD oder C D 
(2 x + a)« 



CD 2 = 2px 



4* a 

(2 x -f- «)' _ P (2 x + «)* 

4X* ~~ 2X 

4 p x* + 4 p x a 4" p « 2 



2 x 



C D * - 2 p x + 2 p « $ B£ = 2 p (x + a) + ^, 

d. h.: das Quadrat der Ordinate des Punktes C 
ist gleich dem Quadrat der dazu gehörigen 
Parabelordinate ([x -f «] = AD)-f einem Faktor, 
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also C D grösser als die Parabelordinate, also Punkt C 
ausserhalb des Flächenraumes der Parabel, was sich 
von allen andern Punkten ebenfalls beweisen lässt. 

Folgerung. Hieraus ergibt sich, dass alle 
Punkte der Parabel innerhalb des Tangentenwinkels 
Hegen, also ist die Parabel eine konkave Kurve. 

§ 20. Das im Berührungspunkte auf der Tangente 
errichtete Lot heisst die Normale (MD). Man 
nennt Tangente im 
engeren Sinne das Stück 
der Tangente vom 
Berührungspunkte mit 
dem Durchschnitts- 

punkte (M B). Normale 
im engeren Sinne ist MD. 
Die Projektion der Normale auf die Achse heisst Sub- 
normale (P D), die der Tangente Subtangente (B P). 

Demnach ergibt sich aus dem rechtwinkeligen 
Dreieck B M D, M P ist die mittlere Proportionale 
zwischen BP (2 x) und P D, d. h. y* « 2 x . P D. 

Nun ist y 2 = 2 x . p 

d. h. die Subnormale ist gleich dem halben Para- 
meter, also stets konstant. 

Ferner ist MB mittlere Proportionale zwischen 
BD und B P, d. h. 

BM = V 2xT(2~x + p) 
ebenso M D = J/p . (2 x -f- p)> 
d. h. die Tangente ist die mittlere Proportionale 
zwischen der Subtangente und der Summe der 
Subtangente und Subnormale und die Normale die- 
jenige zwischen Subnormale und jener Summe. 
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§ 21. Sei nun F der Brennpunkt, so ist F B 

= x + -,BD aber ist gleich 2x-f p oder 2 (x -f- -), 

also halbiert der Brennpunkt die Summe der Sub- 
tangente und Subnormale. 

M F ist nach § 1 7 gleich x -{- -, also ist A B F M 
gleichschenkelig, also -^FBM=BMF. Ziehen 




wir nun durch M eine Parallele zu B D, K L, so 
ist 4KMB = MBF, also gleich BMF, d. h. die 
Tangente halbiert den Winkel, welcher durch den 
Brennstrahl und eine zur Achse durch dessen End- 
punkt gezogene Parallele gebildet wird. 

Darauf gründet sich eine neue Konstruktion der 
Tangente. 

§22. Der Winkel, den die Tangente mit der 
Achse oberhalb der Abscisse nach deren positiver 

Seite bildet, heisst Tan- 
gentenwinkel (<^MBP). 
Der Tangentenwinkel 
ändert sich nun mit der 
Lage von M, hängt also 
von der Abscisse B P ab; es ist daher unsere Auf- 
gabe, den Tangentenwinkel tp zu bestimmen. 
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Aus dem rechtwinkeligen Dreieck M B P ergibt 

M P , . . MP* 
BP 



sich tg(p=~ ~ oder ^»9 = ^^, M P = y, BP 



BP» 



y* 2 p x 
= 2x, also tg*y = -^— = 



4X : 



4X 8 2 x 



Daraus ergibt sich die Subtangente 2x= ^ 

= P Ctg" 2 (f. 

§ 23. Aufgabe. Die Gleichung der Parabel 
zu finden, wenn eine Tangente die Ordinatenachse 




und die durch ihren Berührungspunkt zur Achse 
parallel gezogene Linie die Abscissenachse ist 

Die Parabel habe den Scheitel A, ihr Be- 
rührungspunkt sei C, die Achse A B, die parallel 
zu ihr gezogene C E, die Tangente D F. Wir 
haben also die Beziehung zwischen den Koordinaten 
irgend eines Punktes M der Parabel zu suchen, 
seine Koordinaten seien CP und PM. Nun ist 
-4 F D B (<f) = F C E — (p. Fällen wir nun von 
M und C Lote auf AB, MG und C J, so ist 
MG* = 2 P AG, MG = MH + HG = MH+CJ 
= y sin (p + D J tg y, M G = y sin tp -f- (Subtangente 
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= p ctg»y) . tgy, M G = y sin y -f p ctg y, A G = A J 
+ J G = ^P <*g' (f + (x + P H) = i p ctg«y + XL 
-(- y -f- cos </>. 

Wir haben also die Gleichungen: 

M~G* = 2 P .AG 
und da M G = y sin (p -f- p ctg y, also MG* = y*sin*y> 

+ 2py cos y -f- p« ctg* r/ undAG=- p ctg*y + x 

2 

+ ycosy, 

so ist y* sin* y + ( 2 p y cos q) + (p* ctg« <f) = (p* ctg» y) 
+ 2 p x + (2 p x cos y) 
y* sin 8 y = 2 p x. 
Zusatz. Ist das neue Koordinatensystem recht- 
winkelig, so ist <f = 90°, also sin y * — i, also y a = x 2 p, 
was wir schon vorher hatten. 

§ 24. Folgerungen. 1. Aus obiger Formel 




ergibt sich y 
1 i 



Verlängern 
sin (p 



wir M P über P hin- 
aus, bis es die Parabel 
zum zweiten Male schneidet, was in M geschehe, 
so haben wir die gleichen und entgegengesetzten 
Werte von y in der Figur veranschaulicht. (M P -(-, 
MxP— .) 

Nehmen wir nun einen andern Punkt auf der 
Parabel an und ziehen durch ihn eine Parallele zur 
Ordinatenachse, so wird diese wieder durch C F 
halbiert, d. h. jede der Achse parallele Linie halbiert 
diejenigen Sehnen der Parabel, welche der an ihren 
Schnittpunkt mit der Parabel gelegten Tangente 
parallel sind 
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Deshalb heisst eine der Achse parallele Linie 
ein Durchmesser der Parabel. 

2. Zieht man eine Sehne der Parabel und den dazu 
gehörigen Durchmesser, so ist die durch den Parabel- 
schnittpunkt gelegte Tangente parallel der Sehne. 

3. Verbindet man die Halbierungspunkte zweier 
paralleler Sehnen, so ist die Verbindungslinie ein 
Durchmesser. 

§25. Aus der Formel y* sin* y = 2 p x ergibt 

• 1. 2px , 2pxi , 

sich y* = --±- — und y x * = . a , also y a : y x * = 
J sin« tf J sin*y J J 

T^r— : : a - , also y 3 : yx» = 2 p x : 2 p x x oder y* : yx* 
sin^y sin*<p J J1 r ^ J J 

= x : Xx, <L h.: 

Für jedes Koordinatensystem, dessen Ordinaten- 
achse Tangente und dessen Abscissenachse der 
zum Berührungspunkt dieser Tangente zugehörige 
Durchmesser ist, verhalten sich die Quadrate der 
Ordinaten wie die Abscissen. 

§ 26. Die Subtangente einer Parabel (2 x) ist 
nach §22 unabhängig vom Parameter, daraus folgt, 
dass, wenn man Parabeln mit demselben Scheitel 
und Achse, aber verschiedenem Parameter konstruiert, 
in einem Punkte der Achse ein Lot errichtet und 
zu den Schnittpunkten dieses Lotes die Tangenten 
konstruiert, diese sich sämtlich in einem Punkte der 
Achse schneiden. 

§ 27. Lehrsatz. Wenn man durch den 
Halbierungspunkt einer Parabelsehne einen Durch- 
messer zieht und seinen Schnittpunkt mit der 
Parabel mit den beiden Endpunkten der Sehnen 
verbindet, so ist das entstandene Dreieck das 
grösste von allen in dem Parabelabschnitt möglichen. 
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Beweis. Zum Beweise ziehen wir durch den 
Schnittpunkt mit der Parabel eine Tangente an 
dieselbe, so ist sie nach § 24, 2. der Sehne A B 




parallel. Nehmen wir nun einen beliebigen andern 
Punkt der Parabel in dem Abschnitte als Spitze 
des Dreieckes an, das nun A Di B sei, so liegt D x 
zwischen den Parallelen F G und A B, also ist seine 

Höhe kleiner, als 
die des ersten, also 
dasDreieckkleiner 
als das erste. 

§ 28. Erklä- 
rung. Dasgrösste 
Dreieck im Para- 
belabschnitt heisst 
das Sehnendrei- 
eck 1. Ordnung. 
Die über AD 
und B D konstru- 
ierten 2 Dreiecke, 
Sehnendreiecke 2. Ordnung. So gibt es ferner 
4 Dreiecke, Sehnendreiecke 3. Ordnung, 8 Dreiecke, 
Sehnendreiecke 4. Ordnung, 16 Dreiecke, Sehnen- 
dreiecke 5. Ordnung usw. 

§ 29. Lehrsatz. Die Summe der Sehnendrei- 
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ecke zweiter Ordnung ist gleich dem vierten Teile 
des Sehnendreiecks erster Ordnung. 

Beweis. A D B sei ein Sehnendreieck erster 
Ordnung, A G D und B K D seien die zugehörigen 
Sehnendreiecke zweiter Ordnung, G H, D C und 
K L seien die entsprechenden Durchmesser, welche 
nach §24 der Parabelachse, also auch unter sich 
parallel sind. G M und F O seien Parallele zu A B. 
Sehen wir nun D £ als Abszissenachse und die an 
D gelegte Tangente als Ordinatenachse an, so ist 
nach § 25 GM« : ÄTÜ 2 = D M : D C oder, da G M 
= FO,FO*:ÄC» = DM:DC. Nun istDF = FA, 
also F O : A C = 1 : 2, also D M : D C = 1 : 4 oder D M 
= V* D C. Ferner DO = OC, d.h.DO = i/,DC, 
daher M O = 1/4 D C. Nun ist D M = M O — G F. 
In den Dreiecken D G F und D F O sind die Höhen 
gleich und G F = i/, D O, also ADFO-^ADGF. 
ADGF = GFA, also ADGA = 2 A^GF, da- 
her DFO = DGA. 

Nun verhalten sich die Flächeninhalte ähnlicher 
Dreiecke wie die Quadrate homologer Seiten, d. h. 
DFO:DCA = FÜ»=FC 2 oder DFO.D C A 
= 1:4, mithin DGA = 1 / 4 DCA 
ebenso DK B==^DCB 
folglich DGA+DKB=i/ 4 A DB, was zu beweisen 
war. 

§ 30. Ebenso ergibt sich, dass die Summe der vier 
Sehnendreiecke dritter Ordnung = J / 4 der Summe der 
Sehnendreiecke zweiter Ordnung, und die Summe der 
Sehnendreiecke n-ter Ordnung = 1 / A der Summe der 
Sehnendreiecke n — i-ter Ordnung. 

Nennen wir den Inhalt des Sehnendreiecks 
erster Ordnung f, so ist die Summe aller gleich 
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f j — f -L_.f_L.f_L die Summe dieser geo- 

4 16 ' 64 ' 

metrischen Reihe { 1 ist = f . r — — f. 

Vi— ej 1 — V* 3 

Berechnen wir nun das 
Sehnendreieck erster Ord- 
nung; so ergibt sich, wenn 
wir D C mit x und A C mit 
r y, ferner 4ACE mit y be- 
zeichnen, welch letzterer 
hier gleich dem Koordi- 
natenwinkel ist, 

_ D A C — — x 7 sin (180 — y) = — x y sin y 

und f= _DAB = xysiny, 

also der Parabelabschnitt F = — x y sin y, 

3 

A 

d. h. der Abschnitt einer Parabel ist gleich — der 

o 

halben Sehne, multipliziert 
mit dem sinus des Winkels, 
den die Sehne mit dem 
Durchmesser bildet, und 
dem Abschnitt des Durch- 
messers bis zur Sehne. 

Anhang. Steht die 
Sehne auf dem Durchmesser 

senkrecht, so ist tp = 90°, sin tp = 1 und F = - x y. 

o 

2 

Konstruieren wir dies, so ist A D E = - x y und 

3 

DFA = ixy. 
3 



T 


* 


J> 




r 


V^ 
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Von der Ellipse. 

§ 31. Unter einer Ellipse versteht man eine 

Kurve, deren Gleichung- für rechtwinkelige Koor- 

b a 
dmatenachsen y a = — (a a — x a ) ist, wobei a > b und 

b und a konstant sind. 

Anmerkung. Wäre einmal b = a, so ging-e 
obige Gleichung über in die: y a = a a — x a , d. h. in 
die Mittelpunktsg-leichung des Kreises. 

§ 32. Aus obig-er Gleichung ergibt sich 

y = ± — V a a — x a , d. h. so lange der absolute Wert 

von x > a, erhält man für y keine darstellbaren 

Werte, da die Wurzelgrösse 
imaginär wird; wenn x ■= a, 
so y = o. Nimmt nun x ab, 
so erhalten wir stets zwei 
gleiche und entgegenge- 
setzte Werte für y, bis x 
= o ist, wo dann y seinen grössten Wert b erreicht 
und auf der Ordinatenachse liegt. Nimmt dann x 
weiter ab, so wird y kleiner, bis es bei x = a und 
später imaginär wird. So kommt nebenstehende 
Form heraus. 

§ 33. Die beiden Ordinatenachsen teilen die Ellipse 

in vier kongruente Teile, daher nennt man ihren 

Schnittpunkt den Mittelpunkt und die Gleichung- 

b a 
y a = — (a a — x a ) die Mittelpunktsg-leichung. 
a 

Die Achsen 2a und 2b heissen die Konstanten, 

2a die grosse, 2b die kleine Achse. Jede Linie, 
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die zwei Punkte der Ellipse verbindet und durch 
den Mittelpunkt geht, heisst Durchmesser. 

§ 34. Lehrsatz. Der Durchmesser wird im 
Mittelpunkt halbiert. 

Beweis. Nehmen wir zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Ordinaten an, F J und GK, so sind die 
Abszissen J C und C K gleich, dann sind die Drei- 
ecke FJC und CGK 
kongruent, denn J C 
= CK und FJ = KG 
n. d. V., also F C = C G 
und ^FJC = GKC. 
Nun bilden J C und 
C K eine garade Linie, also auch F C und C G, 
also F G ein Durchmesser, somit wird ein Durch- 
messer im Mittelpunkt halbiert. 

§ 35. Folgerungen. 1. Aus A^JC ergibt 

b» 

sich F C* = y a + x a y a = — (a a — x a ), also F C a 




(-3 



b a 

x a )4-x a — b a -x 

' a a 

a a 



a + x a = b a -f-x a 
b a 



oder FC 8 = b a -f-x a 

a a — b a 
Der Quotient : — ist, da a>b vorausge- 



setzt wird, positiv, also FC J > b«, oder FC>b, 
d. h. der Halbmesser ist grösser als die halbe 
kleine Achse. 



FO = y a + x* 

b a b a b a — v a 

y a = -—(a a — x a ) = b a -x a undx a = J 



a a 



x« = a a ■ 



~y\ also FC a = y a + a a -^y a 
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C 2 = a 2 — ya^_i) = a 2 — y 2 



a 2 



b 2 



b 2 



a 2 — b 2 
ä 2 



ist positiv, also FC<a, 



d.h. der Halbmesser ist kleiner als die halbe grosse 

Achse. (Die grosse Achse ist der gxösste, die 

kleine Achse der kleinste Durchmesser.) 

b 2 
§ 36. Aus der Gleichung- y 2 = — (a 2 — x 2 ) lassen 

sich zwei wichtige Umformungen ableiten: 

b 2 



y 2 x 2 . x 2 . y 2 



b 2 
2. y 2 = _(a 2 — X 2 ) 

a 2 y 2 = a 2 b 2 — b 2 x 2 
b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
§ 37. Nehmen wir nun nicht den Mittelpunkt 
der Ellipse als Ursprung, sondern einen Achsen- 
endpunkt, z. B. A als solchen an, und bestimmen 
nun den Zusammenhang zwischen den Koordinaten 
eines Punktes. 



AP = X, MP: 




b« 



Es ist y 2 = ü ;(a 2 — CP 2 ) 
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und da C P = a — x, 

b« 
so ist y 2 = — (a» — a* -f 2 a x • 



x») 




Dies ist die Scheitelgleichung der Ellipse, 
die in die des Kreises übergeht, wenn a = b ist. 
§ 38. Beschreiben wir mit der halben grossen 
Achse um einen Endpunkt der kleinen, z. B. mit 
aumD einen Kreis, so schneidet 
dieser die grosse Achse in 
zwei Punkten F und Fi, die 
man Brennpunkte nennt 
Das Stück der grossen Achse 
der Ellipse, welches zwischen den beiden Brenn- 
punkten liegt, heisst die Exzentrizität und be- 
zeichnet diese mit 2e. 

Es ist also F D = a und CF = e, aus dem recht- 
winkeligen Dreieck DFC folgt dann: 
a 2 = e* -f- b* 
e* = a* — b» 
b* = a* — e*. 
Setzen wir nun den Wert für b 2 in die Mittel- 
punktsgleichung und Scheitelgleichung der Ellipse 
ein, so erhalten wir: 

y 2 = ^-^r- ( aa — xa ) und y a = ^-^-- ( 2 a x — x *)- 

Die in einem Brennpunkte senkrechte Sehne 
heisst, entsprechend der Parabel, der Parameter 
und wird mit 2 p bezeichnet, also ist F G = p. 
Sehen wir nun C als Ursprung an, so ist nach der 
Mittelpunktsgleichung : 
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b 8 



P a = ^l( aa - e2 >' 



e a 



b* 



= b 8 , also p a = — 
r a» 



b 8 



oder p = — und b 8 = a p, 

d. h. b ist die mittlere Proportionale zwischen a 
und p. Oder 4b 8 = 4 a p, d. h. die kleine Achse 
ist die mittlere Proportionale zwischen der grossen 
und dem Parameter. 




§ 39 

b 8 , 

7 2 = -* ( aa 



Setzen wir den Wert b 2 = ap in 

P 



x 8 ) ein, so erhalten wir y 8 = 



b a 



(a 9 — x a ), und in y a = — (2 a x — x 2 ) eingesetzt, 

a * 

gibt :y* = -(2ax — x 9 ), d. h.: 
a 

Die Ellipse ist eine Kurve, bei der das Quadrat 

der Ordinate kleiner ist als das Rechteck aus der 

Abszisse und dem Parameter, während bei der 

Parabel diese Grössen gleich sind (y a = 2 p x), und 

daraus erklärt sich auch der Name beider Kurven. 

Parameter = Gleichheit 

Ellipse .= Mangel. 

Je grösser nun a wird, je kleiner wird das Glied 

p x a p x a 

- — in der Formel y 8 = 2 p x — — , bis es, wenn 
a a 
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a od wird, o ist, dann geht obige Gleichung also 
in die der Parabel über, d. h. die Parabel ist eine 
Ellipse, deren Achse oe ist. 

§ 40. Ebenso wie bei der Parabel nennen wir 
jede Linie, die von einem 
Punkte der Ellipse nach einem 
der Brennpunkte gezogen ist, 
einen Brennstrahl. 

MF und MFi seien zwei 
solche. Zur Berechnung der- 
selben ziehen wir die Ordinate M P. Es sei C P 




= x gegeben; dann ist 



Nun ist y a : 



a a - 



~MF a =FP a =:MP a 

MF* = (e + x) a + y a . 



also MF» = 



a a — e a 



= a 9 — e* — x* -f 
= a a -}- 2 e x + 



(a a — x a ) 

(a2_ X 2) + (e -f x )> 
e a x a 



a a 
e a x a 



e a -{- 2 e x + x a 



a a + ex 



a a 



MF = ± 

a 

da hier aber kein Gegensatz besteht, ist das Minus- 
zeichen ohne Bedeutung, also: 

MF = a3 + e * 
a 

MX 2 = y* + (e — x) a 

a a — e a 

( a i — x a ) + (e — x) a 



a a 
= a a — e a 



x a - 



e a x a 



a a 



e a — 2 e x -|- x a 
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= a a — 2 e x + 



e*x» 
a* 



«(-V) 



M Fi = a oder = a. 

a a 

a a >ex 

Nun ist a > e und a > x, also e x 

a>— , 

also ist der erste Wert positiv, also zu benutzen. 

MF + MF 1 = a+— + a — — = 2a. 
a ' a 

Die Ellipse ist also der geometrische Ort für 
die Spitzen aller Dreiecke mit derselben Grund- 
linie (2 e) und deren Seitenlinien dieselbe Summe 
haben. 

§ 41. Aus dieser Eigenschaft der Ellipse können 
wir deren Formel ableiten. 
Sei A C B ein gegebenes 
Dreieck, dessen Grundlinie 
AB = 2eundAC + CB 
= 2 a gegeben sei, so hal- 
bieren wir die Grundlinie, dies geschehe in O, und 
errichten in O auf A B ein Lot Betrachten wir 
nun A B als Abszissen- und jene Senkrechte als 
Ordinatenachse und ziehen wir zu C die Ordinate 
C D = y, so ist OD = x, 

Nun ist BÖ = y* -f- (e + x)* 
und Ä~a> = y» + ( e — x)a 
BÖ- ÄCa = (e + x)a — (e — x) 8 
= 4 ex 
(B C — A C) (B C + A C) = 4 e x 
(BC — AC).2a = 4ex 

Loewenberg, Analytische Geometrie. 3 




jPif 
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BC — AC: 



2 ex 



BC-f AC=2a 



BC = — +a 

a 



AC = a- 



ex 



Setzen wir den Wert für B C in obige Gleichung 



ein: 



a* -f- 2 e x 4 



e«x« 



= y 9 + e*+2 ex-fx 2 



y * = a' — e 2 — x'(i — Q 

y' = a a2 e (&» — **)• 

§ 42. Die Summe der beiden Verbindungs- 
linien der Brennpunkte mit einem Punkte ausser- 

M 




halb der Ellipse ist grösser, mit einem Punkte inner- 
halb kleiner als die Summe der Brennstrahlen eines 
Punktes der Ellipse oder als die grosse Achse. 

Beweis, a) Nennen wir den einen Schnittpunkt 
eines Strahles mit der Ellipse D und ziehen D Fi, 
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so ist im A M D F x : M D + M Fi > D Fl Addieren 
wir auf beiden Seiten D F, so erhalten wir M Fi 
+ MF>DFi+DF oder MFi + MF>2a. 

b) Verlängern wir F M 2 , über M x . bis es die 
Ellipse in D x schneidet, so ist Mi Fi < Mi D 2 -f- Di Fi» 
also F M 3 + Mi Fi < F Di + Di Fi oder F M t 
+ Mi Fi < 2 a. 

§ 43. Umkehrung. Ist für einen Punkt die 
Summe beider Strahlen grösser als 2 a, so liegt der 
Punkt ausserhalb der Ellipse, ist sie kleiner als 2 a, 
so liegt er innerhalb. 

§ 44. Aufgabe. An einen Punkt einer Ellipse 
eine Tangente zu legen. 




Gegeben Punkt M. Man ziehe seine beiden 
Brennstrahlen, verlängere den einen derselben 
Fi M, über M hinaus bis zu einem beliebigen Punkte 
P und halbiere 2^ P M F, so ist die Halbierungs- 
linie D E die geforderte Tangente. 

Beweis. Zum Beweis nehmen wir einen be- 
liebigen Punkt der Tangente, z. B. G, an, ziehen 
GF und GFj. Nun tragen wir MF auf die Ver- 
längerung von M Fi von M aus bis C ab, ziehen 
C F, so steht D E auf C F senkrecht und halbiert 

3* 
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diese Linie: ziehen wir nun CG und FG, so sind 
also diese Linien gleich als Schenkel im gleich- 
schenkeligen Dreieck. 

Im ACGFx ist CG + GF 1 >CF 1 

oder GF + GF 1 >MF 1 + MF 
>2a, 
also G ausserhalb nach vorigem Satze. 

§ 45. Ziehen wir die Normale M H, so halbiert 
sie den Winkel FMFj. 

Beweis. 2}. C M F wird durch D E halbiert, 
nach der Konstruktion, 




also CMD = DMF, nun 

CMD = EMF! 

DMF = EMFx 

zu gleichen Winkeln gehören gleiche Komplemente, 

also FMH = HMFi, was zu beweisen war. 

Folgerung. Ist nun ein Spiegel elliptisch ge- 
schliffen und kommt ein Strahl von Fi, so ist 



Digitized by CjOOQ IC 



— 37 — 

2$. Fi M H der Einfallswinkel, dieser gleich ^HMF, 
dem Reflexionswinkel, d. h. kommt ein Strahl aus 
einem Brennpunkt einer Ellipse, so wird er durch 
den andern reflektiert (Flüstergewölbe). Ist der 
Spiegel konkav und komme ein Strahl von C, so 
geht er in der Richtung M K weiter, d. h. geht ein 
Strahl nach einem Brennpunkte, so wird er so 
reflektiert, als ob er vom andern käme. 

§ 46. Aufgabe. Die Subnormale und die 
Subtangente zu berechnen. 




DP sei die Subtangente, PA die Subnormale 
a) Wir beziehen uns auf ein Koordinatensystem 
in dem die grosse Achse die Abszissenachse und 
die kleine die Ordinatenachse ist. 

MG = MF nach der Konstruktion, ebenfalls nach 
dieser GFJ_MD und ME_1_MD, alsoGF||ME 
folglich verhält sich: 

F 1 M:F 1 G=F 1 E:F 1 F 
F 1 M:2a =FiE:2e 
a + ex 
a 



oder nach § 40 - 



a = Fi E : e 
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1 + 


ex 


= F X E 


:e 




F,E 


= e + 


e*x 
a* 




EC 


= F X E 


— e 




EC 


e*x 






PE 


= PC- 


-EC 








e*x 




^^ X — — 


~a*~ 






= xP 


— n 



b* 
Die Subnormale ist also gleich — x. 

b) D P zu berechnen : y» = D P . E P 

-*(a* — x2) = DP-'x 
a* v ' a * 

a * — X* = D P X 

x 

Die Subtangente ist also unabhängig* von der 
kleinen Achse. Es schneiden sich also die Tangenten 
aller senkrecht übereinander liegenden Punkte von 
Ellipsen, die mit derselben grossen Achse konstruiert 
sind, in einem Punkte derselben. 

Das gilt auch von der entsprechenden Tangente 
des über der grossen Achse konstruierten Halb- 
kreises, und darauf gründet sich eine neue Kon- 
struktion der Tangente. 

Bezeichnen wir nun die Ordinate eines Punktes 
einer Ellipse mit y und die dazugehörige Kreis- 
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b* 
ordinate mit Y, so ist y a = -^ (a a — x 2 ) und Y a = a a 



x a 



also y a : Y a = 



b a 




a a 

= b« : a» 
oder y : Y = b : a, d. h. eine Ellipsen- 
ordinate verhält sich zur dazugehörigen Kreisordinate, 

wie der kleine Durch- 
messer zum grossen. 
Nehmen wir nun 
einen beliebigen 

andern Punkt der 
Ellipse an und be- 
zeichnen seine Ordinate mit y 1 , die dazugehörige 
Kreisordinate mit Y x , so verhält sich also auch 
yi :Y 1 = b:a 
also y : Y = yi : Yi 
oder y : yi = Y : Yi, 
d. h. zwei Ellipsenordinaten verhalten sich wie die 
entsprechenden Kreisordinaten. 

§ 47. Lehrsatz. Wenn man an eine Ellipse 
eine Tangente legt, von ihrem Berührungspunkte 
einen Durchmesser zieht, einen zweiten Durchmesser 
parallel der Tangente zieht, so ist die durch einen 
seiner Scheitel gelegte Tangente dem ersten Durch- 
messer parallel. 

Die Ellipse A B sei gegeben mit dem Mittel- 
punkt O, der Tangente D C, dem Durchmesser C E 
und diesem parallel, die durch F gelegte Tangente, 
schneide die Achse in J, dann soll FJ||CE sein. 
Beweis. Zum Beweise schlagen wir mit der 
halben grossen Achse um O einen Kreis, fallen 
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von C ein Lot auf die Achse CK, verlängern es 
bis es den Kreis in L schneidet, ziehen D L, so ist 
dies eine Tangente an den Kreis. Fällen dann von 
F ein Lot auf AB, FM, welches den Kreis in P 
trifft, und ziehen PJ. — Betrachten wir nun die 
rechtwinkeligen Dreiecke D C K und M O F, so sind 
in ihnen die homologen Seiten paarweise parallel, 
also sind die Dreiecke ähnlich, daher verhält sich: 
DK:MO = CK:MF. Nun CK:MF = LK:MP 




nach § 48, so ist DK:MO=LK:MP, folglich stehen 
in den rechtwinkeligen Dreiecken D L K und O MP 
zwei Seiten im gleichen Verhältnis und die ein- 
geschlossenen Winkel sind gleich, also sind sie 
ähnlich, also -4 L D K = M O P, also L D || O P. Nun 
ist nach der Konstruktion" D L J_ O L, also auch 
O P J_ O L. Nun J P nach der Konstruktion _l_ O P, 
also JP||LO. 

Die Dreiecke LOK und J P M sind rechtwinkelig, 
ausserdem LOK = MJP, also ALOK-JPM, 
daherKL:MP = KO:MJ,daKL:MP = KC:MF 
nach § 46, so ist K O : M J = K C : M F, also 
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AKCO-MJF, also 4COK = KJF, also 
JF||CO. 

Zwei solche Durchmesser, von denen jeder der 
an den Scheitel des andern gelegnen Tangente 
parallel ist, nennt man konjugierte oder zusammen- 
gehörige Durchmesser. (Solche sind auch die beiden 




Achsen.) Nun sind die Dreiecke K L C und MCO 
kongruent, denn L C = O C als Radien, beide recht- 
winkelig, und 4KLC = MCO als Komplement 
zu LCK, also MO = KC und KL = MC. 

§ 48. Aufgabe. Die Koordinaten für den 
Scheitel eines Durchmessers seien gegeben. Es 
sollen diejenigen für den Scheitel des konjugierten 
Durchmessers berechnet werden. 

Gegeben K C = x und K D = y, zu berechnen 
M C = Xi und M G — yi. Es ist: 
KD:KL = b:a 
nun KL = MC, also 
y :xi = b : a 

x - ay 
Xl _ — . 

Ebenso: M G : M O = b : a 

oder M G : K C = b : a 

y 1 : x = b : a 

1 bx 
7 l = — • 
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§ 49- Lehrsatz. Die Summe der Quadrate 
zweier konjugierter Halbmesser ist gleich der Summe 
der Quadrate zweier halber Achsen, d. h. stets 
konstant 

Es sei D C = a x und C G = bi, so soll also sein: 
a^ + b^zzia^ + b». 
Beweis. 
a x » = KC » + DK» = x* + y * 

. «* v* b* x* 



a l * + b 1 * = x* + -^+y'+ — 

3 « ■ b ,- ba * a + a 'y a | a»y» + b»x» 

• i u « a * ba i aSba • . u. 

a 1 3 + b l ^= Tr + -^ r = a»4 b*. 

§ 50. Aufgabe. Den Winkel zu berechnen, 
den zwei konjugierte Halbmesser bilden. 

4DCG oder (f zu berechnen, gleich D C K 
+ KCG = a-|-/£ zu nennen. 

y . yi bx i „ bx 

sin a = — , sin ß = £-, y x = , also sin = — r— 

äi Di a a bi 

x Ä Xi ay fl ay 

cos a = - , cos ß = r-, xi = -tt, also cos tf = — £■ 

ai Di b D Di 

sin f/- = sin (« -f 0) = sin a* (cos + cos a s * n P) 

_ ay a , bx 3 _a*y*-}- ba x 9 _ a 3 b 3 _ ab 

~~~ ai b bi r a a x b a a x b b x "" a a x b b t ai bi* 

also sin cp = — 1— und a x bj sin (p = ab. 

a* bi 

§ 51. Aufgabe. Die Gleichung der Ellipse 
zu bestimmen, wenn zwei konjugierte Durchmesser 
als Koordinatenachsen angesehen werden. 
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Es sei D E = 2 a x =• Abszissenachse und F G 
= 2 bi = Ordinatenachse und M ein Punkt der 
Ellipse; wir ziehen nun die Koordinaten dieses 
Punktes C P = x und M P = y. Nun fällen wir von 
M ein Lot auf A B, schneide in H, und von P auf 

M H, schneide in J, so wissen wir I j + (— *— ) 

= 1. Bezeichnen wir 2}. A C D mit a und A CF 




mit ß, so ist 2}. K C P = et als Scheitelwinkel und 
4GCB = /I oder auch MPJ = £ 

Nun ist CH = CK + KH(PJ) 
= x cos a + y cos ß 
MH = MJ — HJ 

= y sin ß — x sin a. 

Man falle Lote von D und F. Es sei C L = p, D L = q 

CO=p ll FO = q 1> 



so ist sin a 



q p 

— , cos a = — , 
ai ai 



sin/* = £, cos ß = K 
bi bi 



Nach § 48: qi = -~ und Pl = ^ — ^ 

also sin ß = — ^- und cos ß = r-^- 
r a bj ' b bi 
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alsoCH = P3 + ^ und CH = £± + <LZ 
ai bbi a aai ' bbi 

MH=^-?-* Mld « =s: Jö:_si 

a bi ai b a bi ai b 



a / a» a x * ^ b 9 bi* "■ a ax b b! 

aaibbi 



MR\* _ p*jy* q»x » 
l b i ~a«bi2~* a^b»" 



p und q sind aber die Koordinaten von D für die 

beiden Achsen als Koordinatenachsen, also — a 4- c~ 

a* ' b* 

x a y a 
= i, also — Q + ?fi = i> d. h. die Gleichung- der 
ai* Di 

Ellipse in diesem Falle ist gleich der für die recht- 
winkeligen Koordinatenachsen gefundenen. 

Anmerkung. Es halbiert jeder Durchmesser 
die zu seinem konjugierten Durchmesser parallel 
gezogenen Sehnen, oder alle Sehnen, die zu der 
an seinen Scheitel gezogenen Tangente parallel sind. 

§ 52. Berechnung des Flächeninhalts 
der Ellipse. 

A B sei das Stück einer Kurve, das von zwei 
aufeinander senkrechten Linien A C und B C be- 
grenzt sei. A C heisse x, B C y, A C sei nun in n 
gleiche Teile geteilt und in den Teilpunkten auf 
A C Lote errichtet, sie heissen yi y a y 8 . . . . y n. 
Dann errichten wir über den Teilstrecken von A C 
von A aus Rechtecke, die y x resp. y a resp. y 8 usw* 
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zur Höhe haben, und nennen sie, da sie zum Teil 
ausserhalb des Flächenstückes der Kurve liegen, 
äussere Rechtecke. Dann errichten wir über den 
von A aus zweiten, dritten, vierten usw. gelegenen 
Teilstrecken von A C Rechtecke, die y lf y 2 , y 8 usw. 
zur Höhe haben, und nennen sie entsprechend die 
inneren. Wir haben dann n 
äussere und n — i innere 
Rechtecke und es ist das erste 
äussere gleich dem ersten 
inneren, das zweite äussere 
gleich dem zweiten inneren usw. 
Bezeichnen wir nun die Summe 
der äusseren Rechtecke mit S, die der inneren 

x v 

mit s, so ist S — s = — , wird nun n = oo, so wird 



2 



SZ 



x y_ 



o, dann ist also S — s = o, also ist das Kurven- 



stück >s<S,d h., da S = s, das Kurvenstück = S. 

Um also den Inhalt 
einer Kurvezu berechnen, 
berechnet man entweder 
die Summe der inneren 
oder äusseren Rechtecke 
für ein beliebiges n und 
lässt dies dann oo werden. 

Es sei A B C der vierte 
Teil einer Ellipse. Wir 
schlagen über A C einen 
Viertelkreis, teilen A C in n gleiche Teile, errichten 
in den Endpunkten Lote, y l9 y a , y 8 usw., und ver- 
längern sie, bis sie die Kreisperipherie treffen, dann 
haben sie die Länge Yi, Y a , Y 8 usw. Dann ziehen 
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wir die äusseren Rechtecke für den Kre 
die Ellipse, bezeichnen die ersteren mit Ri, E-2& 
die letzteren mit ri, r a , r 8 , r* usw. Diese 3- 
verhalten sich, wie ihre Höhen, also Ri : r»r 
aber Yi : yi = a : b, 
R x : ri = a : b. 
Ebenso R a : r a = a : b, R 8 :r 8 = a:bu 

also R x -f R a +R 8 + :ri +r a -h 

= Ri : r x = a : b 

oder S : s = a : b, also s = — S. 

a 

Für n = qo ist S = 2 / 4 a 2 n f also s = 

daher ist der Flächeninhalt der Ellipse f 



Die Hyperbel. 
§ 53. Die Hyperbel ist eine Kurve, 

b 3 
gedrückt wird durch die Gleichung : y 2 = — 

b und a können ganz beliebig, auch gl« 
dann heisst die Hyperbel eine gleichseit 
ihre Gleichung ist dann y a = x 2 — a 2 . Zv 
Formen der Gleichung sind noch 

x 2 y a 

ä« "" b" a — J 
und b a x a — a a y 2 = a 2 b 2 . 
§ 54. Denkt man sich x xon — qo t 
wachsen, so ist y, wie sich aus der Glei, 

= ± — V x 2 — a 2 ergibt, so lange imaginär, i. 

ist Ist x = ± a, so y == 0, d. h., die beideir Jpunkte, 
die vom Ursprünge um a entfernt sind, sind die 
ersten Punkte der Hyperbel und heissen Scheitel. 
Die Verbindungslinie beider Scheitel ist also = 2 a 
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sie heisst Hauptachse, und der Punkt der Achse, 

welcher von beiden Scheiteln gleich weit entfernt 

liegt, heisst Mittelpunkt Man nimmt analog der 

kleinen Achse der Ellipse noch eine Quer- oder 

Zwerchachse = 2 b an. 

b 2 
§ 55. Die Gleichung y 2 = — (x 2 — a 2 ) heisst 



Mittelpunktsgleichung 
Scheitelgleichung der- 
selben erhalten wir, 
indem wir den Scheitel 
als Ursprung an- 
nehmen, wobei dann 
also A B : x und D B : y 



der Hyperbel. Die 



ist Nun ist 



(C B 2 — a 2 ) also 



a 2 



b 2 




= _([a + x] 2 -a 2 ) 

b 2 

= ^( 2ax + x*). 

Trägt man die halbe Zwerchachse auf der 
Ordinatenachse von C aus bis E und G ab und 
schlägt um E und G Kreise, welche die Abscissen- 
achse in F und Fi schneiden, so sind F und F x die 
Brennpunkte der Hyperbel. Die Strecke F Fi 
heisst auch Exzentrizität und wird mit 2 e bezeichnet 
Aus Dreieck A C D (der nächsten Figur) ergibt sich 
e 2 = a 2 + *> a > als° ist 

e a — a 2 e 2 — a 2 

y 2 = — ^-- (x 2 — a 2 )und y 2 = — — - (2 ax + x 2 ). 

Errichten wir in einem Brennpunkte ein Lot, 
das die Hyperbel in G. und H schneide, so heisst 
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GH der Parameter und wird mit 2 p bezeichnet. 

b 2 
Ist nun C F = x und G F = y r so ist p 2 =z — (e 2 — a 2 ) 

b 2 . b 2 

nach der Mittelpunktsg-leichung* oder p 2 '- — 

a* 

b 2 
oder p = — oder b 2 = a p. Setzen wir dies in die 
a r 




Scheitelg-leichung ein, so ergibt sich : y 2 = — (2 a x 



4 x 2 ) oder y 2 = 2 p x + 



px 2 



Erste Folg-erung*. Das Quadrat der Ordinate 
ist grösser als das Rechteck aus dem Parameter 
und der Abszisse (Hyperbole = Überschuss). 

Zweite Folg-erung*. Je grösser a wird, desto 

kleiner wird — — , ist a = oo, so ist jener Quotient o, 
a 

und die Gleichung* g*eht in die der Parabel über, 

die sich also entsprechend erklärt. 

§ 56. Ziehen wir zwei Brennstrahlen Fi M und 
F M, so ist, wenn wir von M ein Lot M P auf A P 
fällen, P\M 2 = MP 2 + FTP 2 , 



oder Fi M 2 = y 2 + (e + x) 2 : 
+ (e + x) 2 



e 2 — a 2 
: ä 2 



(x 2 — a 2 ) 
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e 2 x 2 

oder F x M 2 = — x 2 — e 2 + a 2 + e 2 + 2 e x 

, o e 2 x 2 . . 
4- x 2 = — — -4- a 2 + 2 e x 

a 2 ' 

Q X 
oder Fi M = 1- a (das Negative fällt als unmöglich fort). 

a 

(F M) 2 = y 2 + (x — e) 2 usw. 

und F M = a oder a . 

a a 

Nun ist e > a und x > a also ex>a 2 

und ex>a, also ist 

der erste Wert positiv und deshalb nur brauchbar. 

Folgerung-. r „ ex . 

s s FiM = |-a 

a 

FM= — — a 
a 



FxM — FM = 2a, 
also ist die Hyperbel der g-eometrische Ort für die 
Spitzen aller Dreiecke, die dieselbe Grundlinie (2 e) 
haben und bei denen die Differenz der Seitenlinien 
konstant ist. 

§ 57. Aus dieser Eigenschaft der Hyperbel ihre 
Gleichung abzuleiten. 

Gegeben ein Dreieck A C B, der Mittelpunkt 
seiner Grundlinie O, sei der Ursprung des Koordinaten- 
systems, von C ein Lot auf A B gefällt, C D = y, 
so sei A B = 2 e und AC — BC = 2a. 
Ä"C 2 = y 2 + (e-f-x) 2 

CB 2 == y 2 -f (x — e) 2 

AC 2 — ÜB« = 4 ex 

AC + BC= — 
1 a 

AC— BC=2a 

Loewenberg, Analytische Geometrie. 4 
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AC = — + a 

a 

BC = e - X -a 
a 



A C 8 — — - — h 2 e x + a 8 , 

a 8 ' ■ 

e 8 x 8 

also y 8 + e8 + 2 e x + x * = — r + 2ex + a2 > 

a* 




e 8 x 8 
also y» -f e 8 + x 8 = — — + a 8 



y2 = a 8 — e 8 + 
= a 8 — e 8 + 
= a 8 — e 8 + 



e 8 x 8 



a 8 


— X 8 


e 8 x 8 


— a 8 x 8 




a 8 


e 8 — 


X 8 



a 8 



_ a 8 (e 8 — a 8 ) -f (e 8 — a 8 ) x 8 



e 8 — a 8 
a 8 



a 8 
(x 8 — a 8 ). 



§ 58. Die Differenz zweier Brennstrahlen eines 
Punktes, der ausserhalb der Hyperbel liegt, ist 
kleiner als 2 a, eines, der innerhalb der Hyperbel 
liegt, grösser als 2 a. 
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Beweis, a. Der Schnittpunkt eines Strahles 
mit der Hyperbel sei B und ziehen wir F B, so ist 
im A BMF 1 :MF 1 -MB<BF 1 , 

also au ch M Fi — M B -- F B < B F x — F B 
oder M Fi — M F < 2 a. 




b. M 1 F 1 + M 1 B>BF 1 

M x F x + M x B — B F > B Fx — B F 
Mi Fi — Mi F > 2 a. 
§ 59. An einen Punkt einer Hyperbel eine 
Tangente zu legen. Man halbiere den durch die 
Brennstrahlen des bestimmten Punktes gebildeten 




Q B A F 



Winkel, so ist die Halbierungslinie (MB) die ver- 
langte Tangente. 

Beweis. Zum Beispiel nehmen wir einen andern 




Punkt auf B M an, z. B. E, und ziehen seine Brenn- 
strahlen. Wir tragen nun M F auf M F x von M aus 
ab, reiche bis G, und ziehen F G und G E, so steht 
M B auf G F senkrecht und halbiert diese Linien, 
folglich ist auch G E = F E. 

4* 
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Nun ist im A F 2 EG: F 2 E — GE < GF* 
oder FxE — EF<GF 1? 
nun ist Fi G « 2 a, also F x E — E F < 2 a. 
E liegt also ausserhalb der Hyperbel, dasselbe 
gilt für jeden andern Punkt von EB ausser M. 

§ 60. Errichten wir im Punkte M auf der 
Tangente M D ein Lot, so nennen wir dies bis zum 
Durchschnitt mit der Hauptachse (MG) Normale. 




Diese ist dem durch ihre Verlängerung und die von 
F M über M gebildeten Scheitelwinkel J M K gleich. 
Nun ist 4HMG = FMG. Haben wir also einen 
hyperbolisch geschliffenen Hohlspiegel, so wird ein 
Strahl, der nach dem hinter denf Spiegel liegenden 
Brennpunkte zugeht, durch den vor ihm liegenden 
reflektiert und umgekehrt. 

Ferner ist: 4FMG=JMK 

und HMG = FxMJ 
aber HMG = FMG, 
also JMK = FxMJ. 

Haben wir also einen konvex geschliffenen Hohl- 
spiegel und ist KM ein Strahl auf demselben, so 
wird er in der Richtung MFi reflektiert. 

§ 61. Die Subnormale und Subtangente einer 
Hyperbel zu berechnen. 
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Die Subnormale sei PK, die Subtangente GP. 
Die Ordinatenachse des Systems, auf welches wir 
uns beziehen, sei die Zwerchachse, die Abscissen- 
achse die Hauptachse. 

Nach der Konstruktion ist F H und MK1MG, 
also FH||MK, folglich: 

Ft F*: F x K = F 2 H : F x M 




e x 

2 e : Fi K «= 2 a : 1- a 

a 

e:F!K=i: — + 1 

a* ' 

e* 



Fl K--x + e 



e2 



CK = FxK — e = -x 
a« 

PK = CK — x, 



also PK = -V 
aa 



e* — a« b* 
a* a* ' 

b* 



d, h. die Subnormale ist gleich — x. 

b* 
y* = GP . P K, nun ist aber y 2 = — (x* — a«), 

a* 

also GP.PK oder GP.-x = -(x«-a') 

a» a» v ' 



GP = 



x» — a» 
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Daraus folgt, dass die Subtangente unabhängig 
von der Zwerchachse ist. Konstruiert man also 
verschiedene Hyperbeln mit derselben Hauptachse, 
demselben Scheitel, aber verschiedenen Zwerch- 
achsen, errichtet in einem Punkte der Hauptachse 
auf dieser ein Lot, so schneiden sich die an die 
Schnittpunkte des Lotes gelegten Tangenten in 
demselben Punkte der Hauptachse. 

§ 62. Lehrsatz. Errichtet man auf der Haupt- 
achse einer Hyperbel im Scheitel ein Lot, gleich 

der halben Zwerch- 
achse, und zieht vom 
Mittelpunkt durch 
den Endpunkt des- 
selben eine gerade 
Linie, so nähert sich dieselbe fortwährend der 
Hyperbel, ohne sie jemals zu treffen. 

Beweis. Zum Beispiel nehmen wir einen Punkt 
auf der Linie C B an, D, und fällen von D ein Lot 
auf CA, DE und bezeichnen die zu D gehörige 
Hyperbelordinate mit y, so ist BA||DE, also: 

CA:CE = BA:DE 

oder a : x = b : D E, folglich D E = — x. 

a 

Nun ist y* = -- (x* — a»), also y — dz - y x* — a* 
a* a F 

b \f äs a* 

oder y — - x \ 1 -. Nun ist x > a, also — 

a f x* x* 

echter Bruch, also die Wurzel kleiner als 1, also 

y < - x, also y < D E, d.h. D liegt stets ausser- 
a 

halb der Hyperbel. 
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a 8 
Wird nun x grösser, so — kleiner, d. h. um so 

grösser D E wird, um so mehr nähert es sich x y, 
wird aber erst gleich, wenn xoo wird. 




Solche Linien heissen Asymptoten, es gibt 
deren zwei B C D heisst Asymptotenwinkel, er 
wird durch die Hauptachse halbiert und ist gleich 
i R, wenn beide Achsen gleich sind, spitz, wenn 
b < a, stumpf, wenn b > a. 

§ 63, Lehrsatz, Wenn man zwischen den As- 
ymptoten einer 
Hyperbel eine 
Linie senkrecht 
gegen die Haupt- 
achse zieht, so 
wird dieselbe 
durch jede der c 
beiden Hyp- 
erbelzweige in 
zwei Abschnitte 
EG und G F 
(nebenst Fig.) 
geteilt, deren 
Rechteck dem 
Quadrat der halben Zwerchachse gleich ist. 

Behauptung. EG. GF = b9oderEH.HF = b3. 
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Beweis. (EJ = JF, GJ=JH, E G = H F). 

Nach § 61 ist EJ = -x und Ep = — x*. 
a a* 

ha h2 x« 

(Gp) = y* - - (x» - a*) oder — b* 

~~™ EJ« — y* = b* 
(EJ + y)(EJ-y) = b* 
EH.HF = b2 
ebenso E G . G F == b*. 
§ 64. Aufgabe. Die Gleichung* der Hyperbel 
zu bestimmen, wenn die Asymptoten die Ordinaten- 
achsen sind. 

CD sei die Abscissenachse, CB die Ordinaten- 
achse, H ein Punkt der Hyperbel, dessen Koordinaten- 
verhältnis zu bestimmen ist. Daher ziehen wir durch 
H eine Parallele, zu BD, FE, und die Koordinate 
von H, HP = y, P C : x, sodann eine Parallele zu 
CP durch H, HG. Dann ist 
A HFP-BCD, also 

HP:CB = HF:BD oder y:e~HF:2b. 
A EGxH-BCD, also 

GH:CD = EH:BDoderx:e = EH:2b, 
beide Parallelen zusammen- 
gesetzt x y : e* = E H : H F : 4 b*. 
Nach vorig-em Satze EH.HF = b 2 , also xy.e* 
= b» : 4 b* 

x y «= — e a . 
4 
Diese Gleichung* heisst die Asymptoten- 
g-leichung* der Hyberbel. Das Produkt xy ist 
also, wenn die Asymptoten die Ordinatenachsen 
sind, stets konstant und heisst deshalb die Potenz 
der Hyperbel. 
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Bei der Gleichung xy = — e a sind zwei Kon- 

4 

stante vorhanden, e und der Asymptotenwinkel, 
der <p heisse. 

Folgerung*, x y = - e 2 , x x y x = - e 2 , folglich x y 
4 4 

x oder y : y x = — : — , d. h.: 

J X Xi 



= xx y lf also y : y x — Xi 



Werden die Asymptoten 
als Ordinatenachsen ange- 
sehen, so verhalten sich die 
Ordinaten umgekehrt wie 
die Abscissen. Hieraus folgt 
die Konstruktion der Hy- 
perbel. 

Eine Hyperbel wird kon- 
struiert, indem 
man einen be- 
liebigen Winkel 
B A C annimmt, 
auf einen der 
Schenkel, z. B. 

A C, beliebig 

viele gleiche 

Teile abträgt, 
durch die Teilpunkte zu AB Parallele zieht, auf 
der ersten Parallelen eine beliebige Strecke an- 
nimmt, z. B. i Da, auf der zweiten die Hälfte 2 D 2 , 
auf der dritten ein Drittel 3 D 8 usw. und durch 
diese Punkte einen Zug legt Wenn man dann 
4BAC halbiert, wobei die Halbierungslinie die 
Hyperbel in E schneidet, und auf E A in E ein Lot 
errichtet, so ist AE die halbe grosse Achse (a) 
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und, wenn F der Schnittpunkt des Lotes mit AB 
ist, EF = b. 

§ 65. Erklärung*. Eine Linie, die zwei Punkte 
der Hyperbel verbindet und durch den Mittelpunkt 
geht, heisst ein Durchmesser derselben. 

Aufgabe. Es seien die Koordinaten für den 
Scheitel eines Durchmessers der Hyperbel x und y, 
wobei die beiden Achsen als Koordinatenachsen 




angesehen werden, es soll ein Punkt gefunden 
werden, dessen Koordinaten x x = -~- und y x = 

sind. 

Es sei CD ein Halbmesser der Hyperbel mit 
dem Scheitel A und DE = y;CE = x und durch 
D eine Parallele C A gezogen, die eine Asymptote 
in G schneide. Fällen wir nun von G ein Lot auf C E, 
GH, verlängern ED über D hinaus, bis es die Asymp- 
tote schneidet, es geschehe in F, und ziehen durch 
F eine Parallele zu C E, die G H in J schneidet; 
so ist J der verlangte Punkt 
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Beweis. 
AGHC^BAC, also CH:CA«GH:BA 

x x : a =» y : b 

also x x = -~- 

D 

AFCE~BACalsoFE:BA = CE:CA 

y-i : b = x : a 

bx 

Durchmesser, von denen einer die zum andern 
parallel gezogenen Sehnen halbiert, d. h. bei denen 
obiger Zusammenhang- stattfindet, heissen kon- 
jugierte Diameter (CJ und CD). 

§ 66. Den von zwei konjugierten Durchmessern 
gebildeten Winkel zu berechnen (J C D). 

Der Winkel JCD sei gleich y, ^JCH = /$ 
und 4DCE = a. Nun ist, wenn wir D C mit a x 
und J C mit bi bezeichnen, 

7 A x 

sin « ■= — und cos « = — 

a* a x 

Vi Xi 

sin ß^~ und cos ß = =— 
^ bi r b x 

, rt bx . Ä ay 

oder sin Ä=— r— und cosÄ= ^-~- 

r al^ r bbi 

sin y = sin (ß — a) = sin cos a — cos ß sin a 

_ bx* ay« __b*x* — a»y*_ a*b* 

a ai bi ax b b x a a x b b x a ai b bi 

• ab 

oder sin « = — — • 
' axbi 

§ 67. Lehrsatz. Die Differenz der Quadrate 
zweier konjugierter Halbmesser istgleich der Differenz 
der Quadrate zweier halber Achsen. 
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Beweis. 
Aus A J D E folgt a t * = x» -f y* 

aus A J C H folgt bx« = x,» + yi t - ^ + h ~- 

b 2 x 2 a 2 v 2 

_£ (a ._b«)-g(a«-b«) 

-<—ng-s) 

ai a — b x 2 = a 2 — b 2 . 
§ 68. 

Beweis. /\ C K J ~ MD E erstens aus Gleich- 
heit der rechten Winkel und zweitens verhält sich: 

a v b x 
C J : J K = -^- : oder wie a 2 y : b 2 x. Nun verhält 
b a 

sich M E : E D = ^~^ :y; y 2 = ^ (x 2 — a 2 ), folglich 
x a* 

v 3 a 2 a 3 v 2 

x 2 — a 2 =^r— -, also ME :ED = ^- : y = a 2 y 2 : b 2 y x 
b 2 b 2 x J J . J 

= a 2 y : b 2 x, 

aber auch C J : J K = a 2 y : b 2 x 

M E : ED = CJ:JK, folg-lich ACKJ ~ M D E, 
also ist 4KCJ = DME, also KC || MD. 

Folgerung. /\LGDund CKFsindkongruent, 
da 4LGD = CFK und ^GLD^KCF und 
GD = KF, also ist D L = K C, d. h. ein konjugierter 
Halbmesser ist gleich dem Stück der ihm parallelen 
Tangente, welches zwischen Berührungspunkt und 
der entsprechenden Asymptote Hegt. 

Verlängert man nun diese Tangente, bis sie 
die andere Asymptote schneidet, was in P geschehe, 
so wird behauptet, dass DP = KCsei. 
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Beweis. Zum Beweise ziehen wir K D und ver- 
längern es, bis es C E schneide, was in Q geschehe, 

und B A schneide C P in O, so ist 2$. Q C O = — 
und F C Q = ^. Nun ist FCQ = FGD = ? . Die 

2 2 

Dreiecke F G D und K G D sind kongruent, also 



ff 










""^■5*- 






A * 



4FGD=KDG und ^KDG = KQC, also 
4KQC = ? oder K Q C - Q C O, also Q K || C O, 
als KD PC ein Parallelogramm und DP = KC. 

§ 69. Aufgabe. Die Gleichung der Hyperbel 
zu finden, wenn zwei konjugierte Diameter Ko- 
ordinatenachsen sind. 

CB sei ein Halbmesser der Hyperbel mit dem 
Scheitel A und die an B gelegte Tangente schneide 
die Asymptoten in D und E, so ist die durch C 
zu D E gelegte Parallele, ^2 D E oberhalb, l / 2 unter- 
halb C A, der zu B Bi konjugierte Diameter; er 
heisse F F x . Nun sei B B x die Abscissen-, F F x die 
Ordinatenachse, M ein Punkt der Hyperbel, dessen 
Abscisse x = C P und Ordinate y = M P sei. Lote 
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M, M G, von P, PK, so ist (^Y—j^j* = 1, 

CG-CK + KG. Sei <PCK = aund FCK 
= ß, so ist C K = x cos aund K G (= P J) = y cos ß, 
also C G = x cos a -f- y cos ß. 
MG-JG + MJ 

= x sin a -\- y sin ß, 
Lot von B, B L, von F, F O, und es sei F O = q if 
C O = pi, es sei CL = p, B L = q, 




q p 

so sin « = — , cos et == — 

sin ß = % cos ß = ^ 



und q x = 



b P 



pi = 



aq 
b' 



also sin ß = — J-; cos ß = £-3 
a b x r b b 

Also CG = P -^ + ^Z und CG = il + iI 
ai • b b x a a ai ' b b x 
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a.! abi b ba x ' abi 



V a i a*a,» "^bib,* " r 



*pq*y 

a a x b b x 
apqxy 



l b j ~~ b* ax» "*" b« aj» ' a a x b bi 

/c G\ (MGy = x»(Pi_ q!)_zifp!_ qil 

l a / l b / axäla« b»J b^U* b»j 

d. h. die Gleichung* ist dieselbe, wie diejenige, 
wenn beide Achsen die Koordinatenachsen sind. 

Anmerkung. (Ziehen wir durch M eine Parallele 
zu BBi). Es halbiert jeder Durchmesser die zu 
dem konjugierten parallel gezogenen Sehnen. 



Kegelschnitte. 

§ i. Unter Wechselschnitt eines Zylinders 
versteht man den Schnitt, den man auf folgende 
Weise erhält Sei A B C D der 
Normalschnitt eines Zylinders und 
ziehen wir von einem Punkte G der 
Linie AD eine Gerade nach BC, 
GH,sodass^AGH = ^!BCD,so 
heisst die durch G H senkrecht zum 
Normalschnitt gelegte Ebene Wech- 
selschnitt (Ebenso beim Kegel.) 

§ 2. Lehrsatz. Der Wechsel- 
schnitt eines schiefen Zylinders ist ein der Grund- 
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fläche kongruenter Kreis, dessen Mittelpunkt in der 
Achse liegt 

Beweis. Z. B. nehmen wir auf G H einen be- 
liebigen Punkt z. B. J an und legen durch J eine zur 
Grundflache parallele Ebene, die den Normalschnitt 
in KL und den Wechselschnitt in JM schneidet 
Da nun die beiden Ebenen G M H und KML senk- 
recht dem Normalschnitt sind, so ist auch MJ_L dem 
Normalschnitt, also M J 1KL und M J J_ G H, also 
MJ* = KL.LJ, da J auf der Peripherie eines 

Kreises über KL. Nun 
ist 4AGH = C und 
C = DKL, also 4AGH 
= DKL, also auch 
^GKJ = KGJ, folg- 
lich AGKJ gleich- 
schenkelig, also GJ=KJ. 
Ebenso JH=JL. Daher 
ist auchMJ* = GJ.JH. 
Folglich ist M ein Punkt eines über GH be- 
schriebenen Halbkreises; dasselbe kann man von 
allen anderen Punkten der krummen Linie GMH 
auch beweisen, also ist die Figur G H ein Kreist — 
Die beiden Kreise GH und KL sind kongruent, 
da ihre Durchmesser gleich sind. Sei O der Mittel- 
punkt des zweiten, P ein Punkt auf der Achse im 
ersten, in m, so ist /\,P]0 und GJK gleich- 
schenkelig, also K O = G P, daher P der Mittel- 
punkt des Kreises G . H. 

§ 3. Lehrsatz. Der Wechselschnitt eines 
schief en^Kegels ist ein Kreis. 

Beweis. D JE sei ein Wechselschnitt, F sei ein 
beliebiger Punkt auf D E, G H sei eine Parallele zu 
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AB durch F, GJH sei ein zur Grundfläche paralleler, 
also zum Normalschnitt senkrechter Schnitt. Dann 
ist J F JL dem Normalschnitt (siehe vorigen §). Also 
JFJ_DE + GH und, da J auf der 
Peripherie eines Kreises über G H 
Kegt,JF 8 = GF.FH. 

Nun ist 4DFG=HFE und, da 
^HEF = ^Aauch^SGH-HEF, 
also ADFG^HFE, folglich: 
GF:FE-DF:FH 
oder GF.FH==FE.DF 
daJF» = GF.FH 
so ist (JF)*= FE.DF, 
d. h. J ein Punkt eines Halb- 
kreises über D E; dasselbe kann 
man von jedem anderen Punkte der Durchschnittslinie 
mit dem Kegel beweisen, also ist DE ein Kreis. 
§ 4. Lehrsatz. Jeder Schnitt eines Kegels, 
welcher einer Seitenlinie 
eines Achsenschnittes par- 
allel ist, ist eine Parabel. 
Beweis. SAB sei 
der Normalschnitt eines 
Kegels, D ein beliebiger 
Punkt der Linie S B, und 
D E eine zu S A Parallele. 
Nun legen wir eine Ebene 
senkrecht dem Normal- 
schnitt D G F, nehmen einen Punkt J auf D E an 
und legen durch J und D Parallelschnitte zu AB, 
deren Durchschnittslinie PD und KL seien, so ist 
F D G und K M L senkrecht auf dem Normalschnitt, 
also auch M J senkrecht auf diesem, also J M _L K L 

Loewenberg, Analytische Geometrie. 5 
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und KD. Sei nun DJ eine Abscisse = x und JM 
eine Ordinate = y. Da M J J_ K L und M auf der 
Peripherie eines Kreises über KL liegt, ist M J* 
= y*) = KJJL. 

Nun ist: KJ = PD und 

PD:AB = SD:SB, 
also KJ:AB = SD:SB 
AB. SD 

KJ SB - 

ADJL^SAB, also JL:AB = DJ(=x):SA 

AB^x 

AB 2 .SD.x 



also y 5 



Hierbei ist der Quotient 



AB 8 . SD 



SA. SB 
ein konstanter. 



SA. SB 

gegebener Wert, den wir mit q bezeichnen wollen, 
dann ist y J «qx, also die Figur eine Parabel mit 
dem Scheitel D, der Achse 
D E und dem Parameter q. 
§ 5. Lehrsatz. Jeder 
Schnitt eines Kegels, der beide 
Seitenlinien schneidet und we- 
der Parallel- noch Wechsel- 
schnitt ist, ist eine Ellipse. 

Beweis. SAB sei der 
Normalschnitt eines Kegels, D 
ein beliebiger Punkt der Linie 
S A und D E eine nach S B 
beliebig gezogene Gerade. Legen wir nun durch 
DE eine Ebene senkrecht dem Normalschnitt, so 
soll dies eine Ellipse sein. F sei ein beliebiger Punkt 
der Linie D E, legen wir nun durch E, F, D Parallel- 
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schnitte, DK, G H, M E, und sei J der Durchschnitts- 
punkt der Ebenen D E und G H, so ist J F deren 
Durchschnittslinie. Nun ist D JE und GJH _L SAB. 
also JFJ_SAB, also JFJ_GH und DE 

Sei nun D F Abscisse «= x und J F Ordinate 
*= y des Punktes J der 
Kurve D JE. DaFJJ_GH 
und J auf der Peripherie 
des Kreises über GH liegt, 
ist y* = G H . H F. Nun 
GF:ME = DF:DE.DE 
für denselben Schnitt kon- 
stant, heisse 2 a, D F ist x, 

. __ ME.x 

also G F — . 

2 a 

FH:DK = FE:DE 

= 2a — x:2a 



H = DK(2a-x), 



2 a 



ME. DK 

4 a* 
DK 

b^ 



ME 

ist y! 



2 — -_ 



a2 



x (2 a — x) 
sei 4 b 2 , 
(2 a x — x 2 ), 



so 




d. h. D E ist eine Ellipse, 
deren Scheitel D und E, 
deren grosse Achse D E 
und deren kleine Achse 
die mittlere Proportionale zwischen D K und M Eist. 
§ 6. Lehrsatz. Jeder Schnitt eines [Kegels, 
welcher einer Seitenlinie eines Achsenschnittes und 
die Verlängerung* der anderen über den Scheitel 
hinaus schneidet, ist eine Hyperbel. 
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Beweis. [F und E beliebige Punkte, durch 
F Ebene J_ Normalschnitt O beliebiger Punkt 
von F G. Ebene durch O J_ S A B, P Q, R, O R ge- 
zogen, dies J_ P Q und F G.] Sei F G die Abscissen- 
und ein durch F in FJK errichtetes Lot die Ordinaten- 
achse, so ist zu R F O = x und OR=y. Nun 
wieder y» — P O . O Q. Nun V . E, dann O P : F T 
= EO:EF, EO=EF + x, sei FE« 2a, so ist 
Qp = T F(2a + x) 



Ebenso OQ 



2 a 
VE-x:2a 
x.VE 



72 = 



2 a 
TF.VE 



4 a* 



x(2 a + x); 
TF.VE sei 4 h% so 



y*=- 2 (2ax+x>), 

d. h. JFK ist ein Hyperbelzweig mit den Scheiteln E 
und F und der Hauptachse E F, deren Zwerchachse 
die mittlere Proportionale zwischen T F und V E ist. 

§ 7. Lehrsatz. Die Summe der Quadrate der 

ganzen Zahlen von 1 bis n ist — n 8 -| n 2 + — ü. 

320 

Beweis. Es ist 

18= I 3 =sas 1 

2« = (1 + 1)« = i* + 3 . i« + 3 . 1 -f 1 
33 = (2 -j- i)3 - 2« + 3 . 2» + 3 . 2 -j- 1 

^-te+O'-s^ + a-a 1 + 3.3 + 1 

n 8 = (n— 1 + i)s = (n — 1)3 + 3 (n—i)» 
+ 3(n— i)+i(n+i)3 = n3-j- 3 n* 
+ 3P +1 



addiert, 
gibt 
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i» + 2» -f . . . -f n« -f (n + i)* 

= I»-|_ 2 8_|_..._j_ n 8 

+ 3(i*+2*4-3 2 + ... + n 2 ) 

oder (n+i)»=3(i s + 5» + 3* + ...4-n>) 
+ 3 n(n+i) 

2 ' 

oder n 8 + 3 n2-f-3 n+ 1 = 3 (i*+2«-}-3*+ n - na ) 

+ 3n(n -M) 

daher 1* + 2« + 3« + . . . n* = —+— -4-5 

1 ' 3 ' 2 ■ 6 

was zu beweisen war. 

§ 8. Lehrsatz. Wenn ein Körper von zwei 
ähnlichen Figuren begrenzt ist, deren Ebenen 
parallel sind, und alle diesen Grundflächen par- 
allelen Durchschnitte denselben gleichfalls ähnlich 
sind, und jeder von diesen Durchschnitten durch 
die Formel A -f- B x -f- C x 2 ausdrückbar ist (wo 
mit x der Abstand des Durchschnittes von der 
oberen Grundfläche, mit A, B und C von x unab- 
hängige Grössen bezeichnet sind), so ist der Raum- 
inhalt des Körpers, wie auch seine sonstige Ober- 
fläche beschaffen sein mag, wenn man den Abstand 
der beiden Grundflächen mit h bezeichnet, gleich 

— h I — + 2 MI, wobei G und g die Flächen- 
inhalte der beiden Grundflächen und M den Inhalt 
des mittleren Durchschnittes bezeichnet 

Beweis. Denken wir uns die Höhe in n gleiche 
Teile geteilt und durch die Teilpunkte zu den Grund- 
flächen parallele Ebenen gelegt, die wir von oben 
nach unten mit g l9 g a , g$, u.s.f. bis g n bezeichnen, und 
denken wir uns nun zwischen den einzelnen Ebenen 
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Prismen mit gi, gi, usw. als Grundfläche und— als 

Höhe, so ist die Summe V aller dieser Prismen 

gleich - (gi + gi + ft + ....+ gw). 

A h 

g=A;x = - 

Nun ist g x = A + B x + Cx», 

also gl=A +BA + C^ 

g^A + B^ + C^ 



. . D nh . n*h* 
g n =A + B- + C— 

g + gi + g* + ---- + g« = °A-f °B- (n -f- i) 
+ C nl (i nl +l n * + H * + * l + * + • • • ' 

\3~ 2 n ' 6n*j 
= nA + B^n( I + l) + Ch 2 n(l + ^ + 6 -L,) 

g+g» + g.+.... + g. = A + B|(i + i) + C h» 

(| + Ti + 6^)' wird n °° 8rr0SSl so 

g + gx + g.+^^ + gl = A+B hj_lch». 
n 2 ' 3 
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Nun ist V = £(gr + g 1 + ....gr»), 

also V=h(A + B- + -Ch») 

Nun ist G = A+Bh-fCh» 

g^A + Bo-j- Co 
G + g--2A-j-Bh + Ch» 

2 ' 2 ' 2 



M = A+ B j + C - (da für Mx=j) 
2M = 2A + Bh+C- 

2 

'— i^ + 2M = 3 A + iBh + Ch« 

2 ' ' 2 ' 

I h (&±I +2M ) = h(A + lBh + ICh.). 
Wie vorher gesehen, ist V = h (A -f j B h + ^ C h») 

also v=-h ( G j ? +3Ml 

was zu beweisen war. 

§ 9. Erklärung. Unter einem Rotations- 
paraboloid versteht man einen Körper, der entsteht, 
wenn ein von einem Parallelbogen, einem Teil der 
Achse und einem darauf errichteten Lot begrenztes 
Flächenstück um die Achse gedreht wird, bis es 
wieder in seine ursprüngliche Lage zurückkommt. 

§ 10. Aufgabe. Den Inhalt eines Rotations- 
paraboloides zu berechnen. 

Sei ABD ein solches mit der Höhe AC. JK 
ein beliebiger Parallelschnitt (diese sind Kreise), der 
A C in L schneide, und sei A L = x, so ist der Inhalt 
des Parallelschnittes J K = JL* n, aber J L 3 = 2 p x, 
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also J K «=» 2 p x n. Nun ist A ein Kreis mit dem 

Radius o, also ist in der Formel A-[-Bx-[-Cx*, A=o^ 

B sas 2 p TT, C -* o, also der vorige Satz anwendbar. 

Sei BC-r, AC = h, so ist also BAD oder 

V " 3 h F~^ + 2 M )' M ist der mittlere Parallel - 

schnitt und M sei PQ, so ist: 

r» : PG 8 = h : ?. 

2 



also ? G* 



M = -r* 7r 

2 
2 M = r 2 7T, 

alsoV=-h(— + r*7r) = -hr»7r(l + i)«-f*7rlu 

Das abgestumpfte Rotationsparaboloid (BJKD) 
zu berechnen. Sei BC = r, JL«o und LC = h. 
Nun ist 

BJKD oder V = B AD -JAK. 

Sei A L — x, so ist V = - r* n (h + x) — - o* n x. 

2 2 




Nun ist h + x : x = r* : q*, 



also 
und 



h:x = r»- 
h:h-f-x = r«- 



Q* : r* 



x = 



C*h 



h + X: 



r* — $* 
r*h 



also 
oder 



r* — ^ 
2 \r* — e* r» — e*j 
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§ ii. Erklärung-. Unter einem Rotations- 
hyperboloid versteht man einen Körper, der entsteht, 
wenn ein von einem Hyperbelbogen, einem Stück 
einer der Achsen und einem auf derselben errichteten 
Lote begrenztes Flächenstück um diese Achse ge- 
dreht wird, bis es wieder in seine ursprüngliche Lage 
zurückgekehrt ist. Es gibt also zweierlei Rotations- 
G,- ^B 

A 





*, 

hyperboloide, je nachdem die Hauptachse oder 
Zwerchachse genommen wird, daher Hauptachsen- 
hyperboloid und Zwerchachsenhyperboloid. 

§ 12. Aufgaben. Sei BABi ein Hyperbel- 
zweig, mit der Hauptachse A D und dem Mittelpunkt 
C, und schneiden die von B und B x auf die Zwerch- 
achse gefällten Lote diese in G und Gi, so ist der 
durch Umdrehung des Stückes BAB1GG1 ent- 
stehende Körper ein Zwerchachsenhyperboloid. 

a) Sei nun ABC ein Hauptachsenhyperboloid 

b* 

A D, J K, L, so ist, wenn A L = x ist, J U = — % {i ax 



+ x«) und JK=JVn=:-n.(2 ax + x*) = 

a 



ft 2V 
2 b 2 7T 

a 
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In der Formel A-j-Bx — Ci* ist also A = o, 



B = i*?«ndC 

a 

wendbar. 



b»ar 



, also ist der Satz § 8 an- 



Sei nun A D = h und BD = r, so ist G = r* n % 
gr = o,also- : — =- 



k 



— i*7r. Angenommen JK wäre 
der Mittelschnitt, so ist 



F 



^Ä[ K 



■i also2M--»r^ah+ 7 J, 




b» 



r» = — (*ah + h») 






15! 

3 »* 



h»7r( 3 a+h). 



b) Sei BDBiDi ein Zwerchachsenhyperboloid, 
GF ein beliebig-er Schnitt desselben, DG = x, so 
ist der Kreis GF=GF»w (Lot FK,KC = x, FK 

b* 

«= y ; nun ist yj» = — fo* — a*). Sei D D x = 2 h, 
a* 

so ist y = h — x, also: 
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also Xa* — a* = y-z (h — x)* 



a* 
b^ 



und Xl « Ä g(h — x)' + a*. 

Nun ist KC oder x = GF, also &F*n = ^-n 
(h — x)2 -f a* n t oder 

GF 3 7T= a» 7T+ p TT (ha — 2 h X + X») 

. a 2 h» 2 a* h . a* * 

also A«a a 7r + ^r— ^,B-= r— -7rundC = r— tt, 

D a D a D* 

also Formel anwendbar. 

2 

DahierG=g,soV= — h (G + 2 M). 

Sei B D = x, 

so ist Di C oderh — y 



also V — - y (x* tt+2 M), M=A C*n=a*n, 

3 
2 

also V = -- y (x a 7T + ^ a a 7t) 

ö 

oder Vol.DB A C = - y n (x» -f 2 a»). 

§ 13. Sei AB eine Ellipse, die nicht in der 
Ebene der Zeichnung- liegt, mit der grossen Achse 
AB, dem Mittelpunkt C und der kleinen Achse 
E D, und sei in C auf der Ellipse ein Lot errichtet, 
auf dem von C aus gleiche Stucke, grösser als A C, 
abgetragen sind, F C und G C, so bilden alle durch 
F G und alle möglichen Durchmesser der Ellipse 
gelegten Ellipsen einen Körper, der ein Ellipsoid 
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heisst. Die einander senkrechten Achsen F G, D E 
und AB heissen Hauptachsen des Ellipsoides 
p und die drei durch 

sie zu legenden 
Schnitte Haupt- 
schnitte. (Durch 
AB und ED, durch 
AB und FG und 
durch ED und FG.) 
§14. Lehrsatz. 
Jeder einem Haupt- 
schnitte parallele 
Schnitt eines El- 
lipsoides ist eine 
Ellipse. 

Behauptung. Q Di Ellipse 
Beweis. Es ist E x F x || EF und Q D x || 
Nun ist der Durchschnittspunkt von Q Di 
AB:0 lf aber Ei Fi schneidet 
auch diese beiden Linien 
und hat nur einen Punkt 
mit ihnen gemeinsam, also 
ist Oi der Mittelpunkt von 
der Ellipse d D a . 

Sei A B = 2 a, C D = 2 b, 
E F = 2 c und Q D 2 == 2 b ly 
E l F 1 =2 Ci, so ist: 
b« 




CD. 

und 



Q (Voderbj^ — % (a* -Öö 1 *) 



und 



Ci a 



: £(a*-OOi*) 




— - = — oder b : bi = c : Ci. 
Ci* c* 
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Nehmen wir nun einen beliebigen Punkt auf der 
Kurve Qüi an, z.B.Mi, und legen durch AB und Mi 
einen Achsenschnitt, der die Ellipse C D in M 
schneide, ziehen M O und Mi Oi, so sind sie parallel, 

und MTCV = ^-?- (** — OÖi a )• Es war aber bi 2 
a a 

= — (a a — (KV), also , tt = ■ oderMO:MiOi 
a a bi* D* 

= b : bi = c : Ci. Sei nun E x F a die Ordinaten- 

CiDi die Abscissenachse, so ist MiPi = yi; OiPi 

= Xi. Bezeichnen wir MP mit y, OP mit x, so 

ist: ~ + ^ — i. AMOP^MjOj P lf also x : x* 

= MO:M x Oi, aber MO:M l 1 = b:b 1 , also x : x x 

« b : bi oder x : b = x x : bi oder ir = vT' Ebensoy :x 3 

- MO : U x O x = c:ci, also J-£ also £j+ Jj«i, 

c Ci Di* Ci a 

also Q Di Ellipse mit den Achsen 2 b x und 2 c x . 

Anmerkung. Da b:bi = c:ci, so sind beide 
Ellipsen ähnlich. 

§ 15. Aufgabe. Den Inhalt des Ellipsoides 

zu bestimmen. 

Sei AOi-x, 

b a c a 

so ist bi a = ^(2ax — x a ), c x a = ^ (2 ax — x a ) 



und bi =» — V 2 a x — x a , c x = — V 2 a x — x a . 

b c 
Der Inhalt der Ellipse ist b 2 Ci n also gleich — n 

2 b c b c 
(2 a x — x a ) oder gleich n x n x a . 
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Also ist A : o B = n und C = n, also 

a a* 

die Formel — h . I — ^J£-|-2M] anwendbar. 
2 M = 2 b c tt, h»2a, G = o, g = o f 

also Vol. =-abc^. 
3 
§ 16. Sphäroide. Dreht man eine halbe Ellipse 

um ihre grosse Achse, so entsteht ein Körper, der ein 

Sphäroid heisst. Bei ihm 
ist jeder durch die Haupt- 
achse gelegte Schnitt eine 





Ellipse, und jeder zu ihm 
senkrechte ein Kreis, sein 
Inhalt ist, da hier b = c, 

4 

— a b 2 TT. Der von der kleinen Achse beschriebene 
3 

Kreis (C D) heisst Äquator, die Scheitel der Haupt- 
achse (A und B) Pole. 

Dreht man eine halbe Ellipse um ihre kleine 
Achse, so ist alles dasselbe, nur dass nun alle der 
Hauptachse parallelen Schnitte Kreise und die ihr 
senkrecht gelegten Ellipsen sind. Sein Inhalt ist 

- a 2 b TT. 
3 
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§ 17. Legt man in der Entfernung* O^Oi noch 
einen Parallelschnitt durch das Ellipsoid C a D s und 
wollen wir den Inhalt des fass- 
ähnlichen Stückes Ci Di Ca D 8 
berechnen, so ist Oi O a = h. 

Die Formel - h (^y^ + 2 m) 

ist, wie schon § 15 gezeigt, 
anwendbar, also ist nach § 15: 

V = -hp^7r(2ax-x*) + 2M] 
M=b C7r, also 

V-Ih^M^ax-x«) 

+ 2 b C TT j 

1 b c 

V = - h — - n (2 a x — x a + 2 a*). Nun ist 

3 a a J 




x = A (X = A O = a ■ 

2 



h 

2' 



also 



oder 



also 2 a x = 2 a* — ah 



und — x* =- — a* -f a h 


4 


h« 

2 a x — x» = a* , 

4 




V = I„^„(a.-ih. + ,..) 




▼-J»7-(' — t W > 





Die Formel für das Segment mit der Höhe x ist: 
V = -— x»7r( 3 a — x) 
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Beweis. Halbes Fass — 7- h — n [3 a* h*J 

O O x = a — x 

h-200!-2(a-x) 

h 

-«a~x 
2 

— = a*— 2 ax 4-x a , 
4 

1 b c 

lialbes Fass = — — — n (a — x) (3 a 2 — a* + iax — x>) 
3 a» x ' w 

2 1 b c 

ACiDi«— abcTr -rc(a— x)(2a*+2ax— x*) 

A Q Di =- -^ 7r(3a»— aa'+i a*x+ 2ax>- x»>^ 

daher V = AQ Di = f ^ttx*(3 a — x). 

3 a* 



Druck tob Wilhelm Heoker in Gr&fenhaljiiohen. 
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